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Einleitung

» |deales (fehlerfreies) Quantencomputing liefert schnelle
Algorithmen

» |deales Quantencomputing ohne Bedeutung fir die Praxis

» Ohne Fehlerkorrektur sind gréBer skalierte Quantencomputer
nicht realisierbar

» Korrektur eines Zustandes, der bei seiner Messung zerstért wird
Gberhaupt mdglich?

» Bis 1995 keine Fehlerkorrektur-Algorithmen im
Quantencomputing
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Klassische Fehler
Wiederholungscode

Fehler in klassischen Computern

Fehler in klassischen Computern: Bit-Flip

0—1
1—0

» Ohne Fehlerkorrektur liefern Berechnungen falsche Resultate
» Fehlerkorrektur bei klassischen Bits (cbits) relativ einfach
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Klassische Fehler
Wiederholungscode

Einfacher Code: Der Wiederholungscode
Kodiere cbits:

0 =000
1=111

Beispiel: Ein kodiertes cbit wird durch Bit-flip verfalscht:

000 — 010

» Zwei cbits im Zustand 0
» Ein cbit im Zustand 1
Mehrheitsentscheidung fihrt zur Korrektur:

000
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Klassische Fehler
Wiederholungscode

Wie gut ist der Wiederholungscode? (1)

Beachte: Falsche Korrektur, falls 2 Bits geflippt werden

Frage: Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein nicht richtig
korrigierbarer Fehler auftritt?
Annahmen:

» Bit sei im Zustand 0 = 000

» Wahrscheinlichkeit fir einen Bit-flip: p = 0.25

» Wahrscheinlichkeit das Bit nicht geflippt wird: 1 — p = 0.75

(011) = 0.75-0.25.0.25 = 0.046875
(101) = 0.25.0.75.0.25 = 0.046875

p5(110) = 0.25.0.25-0.75 = 0.046875
(111) (0.25)® = 0.015625
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Klassische Fehler
Wiederholungscode

Wie gut ist der Wiederholungscode? (2)

Fir die Wahrscheinlichkeit eines nicht korrigierbaren Fehlers gilt
damit:

p = ps(011) + pg(101) + p5(110) + p5(111) = 0.15625

0.15625 < 0.25 = p

Die Kodierung liefert eine Verbesserung der Fehlerwahrscheinlichkeit.
Allgemein gilt:

p=3-(1-p)p°+p°
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Klassische Fehler
Wiederholungscode

Das Versagen des Wiederholungscodes

Frage: Bis zu welcher Wahrscheinlichkeit p eines Bit-flips funktioniert
die Fehlerkorrektur?
Berechne dazu:

N
n 2 3 p=3.(1— 4
pzpe3-(1-p)p°+p’=>p L ks
! <p<i
= E - p - ohne Kodierung
p=p
Beispiel: -
» Angenommen p = 0.7
» Dannistp=0.784
» Wabhrscheinlichkeit eines Bit-Flips ist mit . o - = ;
Kodierung gréBer als ohne ’
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Klassische Fehler
Wiederholungscode

Was bisher passiert ist

Ein erster Ruckblick

» Es gibt nur Bit-flip-Fehler in klassischen Computern
» Messung von cbits ist problemlos
» Fehlerkorrektur ist relativ einfach
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klassisch korrigieren

Quantenfehler

durch Paulimatrizen

Der Unterschied zwischen cbits und qubits

cbits qubits
» Technisch realisiert durch » Technisch realisiert durch
makroskopische Anzahl von einzelne Atome

Atomen » Volle Auswirkung

» Diskrete Zustande 0 und 1 quantenmechanischer Effekte

» Allgemeiner Zustand eines qubits:
W) = al0) + 6]1)
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klassisch korrigieren

Quantenfehler

g durch Paulimatrizen

Klassische Fehlerkorrektur in Quantencomputern?

Frage: Was passiert bei der Messung?
» Zusammenbruch der Wellenfunktion
» Das System befindet sich anschlieBend in einem Eigenzustand

» Die Information die in der Uberlagerung verschiedener
Eigenzustande enthalten war, ist unwiederruflich verloren

Problem: Prinzip der klassischen Fehlerkorrektur:

—Messung > 010

...11010
01001011
00111101...

000

Schreiben
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hler klassisch korrigieren

Quantenfehler
durch Paulimatrizen

Schlussfolgerungen fir Fehlerkorrektur in
Quantencomputern:

Tatsache ist:

» Der Zustand eines Quantensystems kann nicht gemessen
werden, ohne die Superposition von Eigenzusténden zu
zerstdren

» Klassische Fehlerkorrektur ist nicht méglich

Brauchen:
1. Die méglichen Fehler in Quantencomputern

2. Geeignete Fehlerdarstellung
3. Kodierung der Qubits, die Messung des Fehlers ermdglicht
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Quantenfehler

Verschrankung mit der Umgebung

Quantenfehler entstehen durch Verschrankung eines qubits mit
der Umgebung

Zustand der Umgebung: |e)

Verschrankung der Umgebung mit einem qubit: Dekoharenz

[©)[0) —  |e0)|0) + [e1)[1)
[e)1) —  le2)|0) + |es)|1)

Entspricht einer unitdren Zeitentwicklung des Systems.
Durch Einsetzen von x = 0, 1 Iasst sich bestatigen:

|€o) +[€3),  |e1) +|e2) |€2) — |ey) |€o) — |€3)
5 1+ 5 X+ 5 Y+ 5

x=(05) z=(5 %) == (0 5)
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Quantenfehler

Fehlerdarstellung mit Pauli-Matrizen

Setze nun

_ leo) + |e3) 2 = ler) + |e2)

_ |e2) —er) _ |eo) —es)
5 |a) 5 _ 1=2) — =1/ |C>_u

o) :

|b)
Damit folgt schlieB3lich

[8)[x) — ()1 + [a)X + [b)Y +[c)Z) |x)
Dies gilt auch fir ein qubit in einem beliebigen Zustand |V)
(Linearitat)

[&)|V) — (|d)1 + @)X + [D)Y + |c)Z) |V)

Dies ist die Fehlerdarstellung durch Pauli-Matrizen
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Quantenfehler

X([0) + 4[1))

Il
PR
o

) (al0) + 311))
0) Bitflip

Z(al0) +5[1))

(o 5 )@orssim)
= (al0)—p3|1))  Phasenfehler

Y@l ) = (% 5 ) @)+ s

(—al1) + 3]0)) Bit-flip und Phasenfehler
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Quantenfehler

Erweiterung auf 2-qubit-Zustand
Die Verschrankung flr ein Qubit war
[e)|V) — (|d)1 + )X+ [D)Y +[¢)Z) |V)

Betrachte ein System im Zustand |W), = (a1]0) + B1]1))(a2|0) + B2/1))
Verschrankung des Systems mit der Umgebung fihrt zu

3 3
)W) — Y > [€u,,)XH) @ X2 (04]0) + B1[1))(02[0) + B2| 1))
1=0 p12=0
wobei X0 =1, XM =X, X® =Yund X® =2
Es treten also Einfachfehler und Zweifachfehler auf. Beispiele flr
Fehler:
le1o)(a1]1) + 31]0))(a2]0) + B2]1)) Einfachfehler
le1s)(a1[1) + 51]0))(a2|0) — B2]1)) Zweifachfehler
|e2)(—aq|1) + B1|0))(—ce|1) + (2|0)) Zweifachfehler
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ki ere
Quantenfehler orrigieren

Fehlerdarstellung durch Paulimatrizen

Vereinfachung des 2-Qubit-Zustands

Annahme: Nur Einfachfehler

Die Verschrankung

3 3
)W)z — D D l€u) XU @ X0 (a1|0) + B1]1))(02|0) + Bl 1)).

H1=0 p2=0
vereinfacht sich durch die Annahme zu
)W)z —

<|d>1 + > (laXi+ b)Y + IC/>Zf)> (1]0) + 51[1))(2(0) + F2(1))

e
Beachte: Xy =X®1,Xo =1 X
Beispiele:
|ai)(a1]1) + 5110))(c2|0) + B2[1))
|b2)(v1|0) + B1[1))(—a2[1) + 52(0))
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Quantenfehler

Fehlerdarstellung

Wenn der Zustand bekannt ware

Annahme: System im Zustand

|@2) X2 V)2
Wende X5 an:
a) XoXo W) = |a0) | W
|az) XoXo [W)2 = |a2)|V)2
=1
Beachte:

- (03)(28)-(5 %)
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Quantenfehler

Fehlerdarstellung durch Paulimatrizen

Was bisher passiert ist

Ein zweiter Ruckblick

1. Dekohéarenz

» Verschréankung des qubits mit seiner Umgebung

» Fehlerzustand: |e)|V) — (|d)1 + |a)X + |b)Y + |c)Z) |W)
2. Fehlerdarstellung durch Pauli-Matrizen:

» X Bit-Flip Z Phasenfehler Y Bit-Flip & Phasenfehler
> Nur Einfachfehler:
)w)e — (Ia)1+ 52, (@)X + b)Yi +1c)Z)) W)
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Quantenfehlerkorrektur
korrektur

Quantenfehlerkorrektur

Von der Unmdglichkeit der Quantenfehlerkorrektur

Bis 1995 kein Verfahren zur Quantenfehlerkorrektur vorhanden. Klassische
Korrekturcodes sind nicht anwendbar:

» Fehlerkorrektur mittels klassischer Verfahren erfordert Messung des
Zustands

Bei Messung des Systemzustands bricht die Wellenfunktion zusammen
Aus superponierten Zustand wird ein einzelner Eigenzustand
Information in Uberlagerung ist verloren

vV v v Y

Vorteile des Quantencomputing waren nicht gleichzeitig mit
Fehlerkorrektur nutzbar

Quantencomputer haben eine hohe Fehleranfalligkeit. Ohne Fehlerkorrektur
kénnen Quantencomputer nicht sinnvoll genutzt werden.

Problem: Der Fehler muss gefunden werden, ohne den Zustand des
Systems zu messen
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der Quantenfehlerkorrektur
hlerkorrektur

Quantenfehlerkorrektur

Was soll der Korrekturcode tun?

Betrachte einen Speicher von qubits.
Mit der Zeit tritt Dekoharenz auf

Nun wird der Korrekturcode angewendet, der das System wieder in
den urspringlichen Zustand bringt.

Solche Korrekturcodes hei3en stabilisierende Codes

Der erste stabilisierende Code ist 1995 von P.W. Shor gefunden
worden.
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der Quantenfehlerkorrektur
hlerkorrektur

Quantenfehlerkorrektur

Das Prinzip der Quantenfehlerkorrektur

PoODd

o o

Wahl mehrerer paarweise kommutierender Observablen
Kodierung der qubits |0) und |1)
System befinde sich nun im vereinfachten Fehlerzustand

Messung der komm. Observablen projiziert Zustand in einen
Eigenraum

Kombination der Eigenwerte liefert den Fehler

. Fehler kann nun korrigiert werden
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Quantenfehlerkorrektur

Paarweise kommutierenden Operatoren

Jedes qubit wird durch 5 qubits kodiert.
Wabhle

My = XoZsZsXs
M(g) = X3Z4Z5X1
Ma = XiZsZiXe
My = XsZi1ZoXq

Die Operatoren kommutieren und es gilt

Sebastian Smerat

QFK

Beachte:
XY = —-YX
XZ = -ZX
YZ = -2Y

oder anders ausgedriickt

(X, Y]y = [X,Z], = [X,¥]; =0
X, X]_ =[Y,¥]- =[2,2]- =0




Quantenfehlerkorrektur

Kodierung der qubits

Definiere
_ 1
0) = (14 Mg))(T+Me))(1 + Mg)(1 -+ Ms))|00000)
_ 1
1) = 71+ Me)(T+Me))(1+M))(1+ M) [11111)

Jedes M, flipt genau 2 qubits
» Jeder Term von |0) hat eine ungerade Zahl von Nullen
» Jeder Term von |1) hat eine gerade Zahl von Nullen
Damit folgt
10)LI1)

Aus M(zl-) =1 folgt (1 + M(,‘))2 =21+ M(,‘)). Damit gilt also:
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lerkorrektur

Pri

Quantenfehlerkorrektur

MiH(1+Mg) = (Mg + Mf,.)) =1+M;
= M;|0) =1[0)
= Mg[1)=1)

Also ist der Zustand
W) = al0) + 5[1)

ein Eigenzustand der M(;) mit dem Eigenwert 1
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Quantenfehlerkorrektur

Der Fehlerzustand

Das System sei in dem vereinfachten Fehlerzustand

5
<|d>1 + " (la)Xi + b)Y + |Ci>2/)> W)

i=1

» 16 zweidimensionale Fehlerzustidnde

» 25 = 32 Dimensionen um die Fehlerzustande in
unterschiedlichen Eigenrdumen unterzubringen

» Messung der M(;) projiziert das System in einen Eigenraum
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Quantenfehlerkorrektur

Anwendung der Operatoren

Erinnerung:

M(1) = X223Z4X5 M(g) = X32425X1 M(3) = X4Z5Z1X> M(4) = X5Z122X3

> M| V) = V) = al0) + 5]1)

> XY]. = [X.Z]. = [Y,Z]; =0

> XX =[Y,Y] = [2.Z]_ =0
Wende die M(,) auf Xy an:

M1y X1|¥) = XoZoZyXsX1| W) = X1 XoZ5ZsXs| V) = Xy M) | V) = X4 | W)
M2)X1|¥) = X3Z4ZsX1 X1 | W) = X1 X5Z4Zs X1 | V) = X; M) | V) = X4 |0)
M(3)X1|¥) = XaZ5Zi XoX1| W) = —X;X4Z5Z1 Xo|U) = —X;Mg)|¥) = —X; | W)
M4y X1|¥) = X5Z1ZoXsX1| W) = —X;X5Z1ZoXa|U) = —XiMg)|¥) = —X; | W)
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Quantenfehlerkorrektur

Anwendung der Operatoren

» Entweder kommutieren oder antikommutieren die M; mit den X,
Y,' und Z,‘
» Fihre die Berechnungen nun fir alle X;, Y; und Z; durch

» Kommutiert M(;, mit einem der Fehleroperatoren, so ergibt die
Messung den Eigenwert 1.

» Antikommutation ergibt den Eigenwert —1.
» Die 16 Eigenzusténde sind eindeutig identifiziert:

| X Y4 Z | X Y Z | X3 Y3 Z3 | X4 A 2y | X5 Y5 Zs
0 T i i T 1 [ =1 1 i o — T 0 o E—
1 T 1 1 1 1 I I T 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 B T 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 P

d viermal der Eigenwert 1 gemessen, so ist kein Fehleraufgetreten

(
(
(

Wi

1
2
3
4)
I
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Quantenfehlerkorrektur

| X Y 2y | Xp Yo Zp | X3 Y3 23 | X4 Vg Z4 | X5 Y5 Zs5
M(1) 1 1 1 1 —1 —1 —1 —1 1 —1 —1 1 1 —1 —1
M(2) 1 —1 —1 1 1 1 1 —1 —1 —1 —1 1 —1 —1 1
M(S) —1 —1 1 1 —1 —1 1 1 1 1 —1 —1 —1 —1 1
M(4) —1 —1 1 —1 -1 1 1 —1 —1 1 1 1 1 —1 —1
Beispiel:
1. Zustand des Systems: (\d>1 + 30 (laXi + b)Y + |c,->Z;)) |W)

Sl

Messung der Operatoren M(y), M2), M3y und M4,
Eigenwerte 1,—1,1 und 1
Zustand des Systems |cy)Z;| V)
Wende Z; an: |¢{) Z2 |V) = |¢y)|W)
inl
Der Fehler ist korrigiert
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Quantenfehlerkorrektur

Was bisher passiert ist
Ein dritter Ruckblick

1. Quantenfehlerkorrektur unmdoglich?
2. Stabilisierender 5-qubit-Code:

> Operatoren M), M), M3y, M4

> Kodierung der qubits:

> |0) = 4( +M))(1 + M) (1 + M(s)) (1 + M(4))|00000)

> 1) = 201+ Mgy)(1+ Mp)) (1 + Mz)(1 + M DIT1111)
Messung der M(;) projiziert den Fehlerzustand in einen Eigenraum
Eigenwerte identifizieren den Fehler eindeutig
Anwendung des Fehleroperators ergibt den urspriinglichen
Zustand

3. Quantenfehlerkorrektur ist méglich

v

v

v
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

1. Klassische Fehler
» Nur Bit-flips
» Fehlerkorrektur durch Messung unproblematisch
2. Quantenfehler
» Verschrédnkung mit Umgebung
» Fehlerdarstellung durch Paulimatrizen
» Dadurch Fehleranzahl diskretisiert und endlich
3. Quantenfehlerkorrektur
» Kodierung der qubits
» Fehlererkennung durch Messung der M;) und Projektion in einen
Eigenraum
> Fehlerkorrektur durch Anwendung des gefundenen
Fehleroperators X
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