
Der Der ShorShor AlgorithmusAlgorithmus



ÜbersichtÜbersicht

Zahlentheoretische Grundlagen: Finden der Zahlentheoretische Grundlagen: Finden der 
OrdnungOrdnung
Diskrete Diskrete FouriertransformationFouriertransformation (klassische und (klassische und 
quantenmechanische Realisierung)quantenmechanische Realisierung)
Phase Phase EstimationEstimation
ShorShor Algorithmus in der ÜbersichtAlgorithmus in der Übersicht



Das RSA KryptographieverfahrenDas RSA Kryptographieverfahren

Zerlegung einer Zahl N Zerlegung einer Zahl N 
in Faktoren, Aufwand:in Faktoren, Aufwand:

Beispiel: Zahl, die in Dezimaldarstellung 300 Stellen Beispiel: Zahl, die in Dezimaldarstellung 300 Stellen 
hathat Rechendauer: mehrere Rechendauer: mehrere MrdMrd JahreJahre

Verfahren sicher, solange kein schnellerer Verfahren sicher, solange kein schnellerer 
Algorithmus existiert.Algorithmus existiert.



QuantencomputerQuantencomputer

Shor‘sShor‘s Algorithmus: Algorithmus: polynomialerpolynomialer AufwandAufwand
Anwendbar falls N ungerade und N ist keine Potenz Anwendbar falls N ungerade und N ist keine Potenz 
einer Primzahleiner Primzahl
Bisher: 15 = 5 * 3Bisher: 15 = 5 * 3



Rechnungen in Rechnungen in modmod NN

Definition: Definition: 

Für uns wichtig: x Für uns wichtig: x modmod N gibt den Rest an, der bei der N gibt den Rest an, der bei der 
Division von N durch x Division von N durch x übrigbleibtübrigbleibt::

Mit den Gleichungen kann man (fast) wie gewohnt Mit den Gleichungen kann man (fast) wie gewohnt 
rechnen:rechnen:



FaktorisierungFaktorisierung von Nvon N

Wenn (r+1) und (rWenn (r+1) und (r--1) kein trivialer Faktor: bestimme 1) kein trivialer Faktor: bestimme 
größten gemeinsamen Teiler mit euklidischem größten gemeinsamen Teiler mit euklidischem 
Algorithmus (effizienter)Algorithmus (effizienter)



OrdnungOrdnung
Als Ordnung einer Zahl q Als Ordnung einer Zahl q modmod N bezeichnet man die N bezeichnet man die 
kleinste ganze Zahl k mit:kleinste ganze Zahl k mit:

Wir brauchen:Wir brauchen:

Falls man gerade Ordnung k findet: Falls man gerade Ordnung k findet: 



BeispielBeispiel

Ordnung von 11 Ordnung von 11 modmod 21 ist 621 ist 6

ggt(1330, 21)=7ggt(1330, 21)=7
ggt(1331,21)=3ggt(1331,21)=3



Idee zur OrdnungsbestimmungIdee zur Ordnungsbestimmung

Definiere den Definiere den unitärenunitären
OperatorOperator

Für die Eigenwerte gilt Für die Eigenwerte gilt 
wegenwegen



Diskrete Diskrete FouriertransformationFouriertransformation

Definiert als:Definiert als:

In Matrixschreibweise:In Matrixschreibweise:

F ist F ist unitärunitär, insbesondere ist die , insbesondere ist die 
Umkehrung möglichUmkehrung möglich



Quantenmechanische FTQuantenmechanische FT

Zahlen werden durch quantenmechanische Zustände Zahlen werden durch quantenmechanische Zustände 
repräsentiert, z.B.:repräsentiert, z.B.:

Vorteil: simultane Berechnung der Vorteil: simultane Berechnung der 
FouriertransformiertenFouriertransformierten für die Zahlen j=0, 1, …, 2 für die Zahlen j=0, 1, …, 2 --11

nn



Quantenmechanische FTQuantenmechanische FT
Dualdarstellung:Dualdarstellung:



Quantenmechanische FTQuantenmechanische FT

Wobei:Wobei:

z.B.:z.B.:



Wenn man auf        das Wenn man auf        das HadamardHadamard GateGate wirken lässt, erhält wirken lässt, erhält 
man den gesuchten Zustandman den gesuchten Zustand

Beispiel für 2 Beispiel für 2 QubitsQubits

Das Gatter sollte folgende Zuweisung realisieren:Das Gatter sollte folgende Zuweisung realisieren:

Benötigte Information:    jBenötigte Information:    j1 1 jj11 und jund j22

Vorgehen: Vorgehen: 

==
Falls jFalls j22 = 0= 0

Falls jFalls j22 = 1= 1



Beispiel für 2 Beispiel für 2 QubitsQubits
Nun zur Erzeugung vonNun zur Erzeugung von

Durch die Wirkung des Durch die Wirkung des HadamardHadamard Gates auf        erhält Gates auf        erhält 
man:man:

Die nächste Operation sollte nur auf den Zustand 1 wirken Die nächste Operation sollte nur auf den Zustand 1 wirken 
und die Phase mit                 multiplizieren, falls jund die Phase mit                 multiplizieren, falls j22 = 1 = 1 
und den Zustand völlig unverändert lassen, falls jund den Zustand völlig unverändert lassen, falls j22=0=0

Man verwendet folgende Man verwendet folgende unitäreunitäre Transformation:Transformation:



Beispiel für 2 Beispiel für 2 QubitsQubits

Die Reihenfolge der Die Reihenfolge der QubitsQubits muss noch umgedreht muss noch umgedreht 
werden:werden:



InputInput OutputOutput



Phase Phase EstimationEstimation

Die Phase lässt sich nicht unmittelbar messen, Die Phase lässt sich nicht unmittelbar messen, 
sie spielt aber die entscheidende Rolle bei sie spielt aber die entscheidende Rolle bei 
InterferenzerscheinungenInterferenzerscheinungen..

Wir wollen folgenden Zustand erzeugen:Wir wollen folgenden Zustand erzeugen:

FaktorisierungFaktorisierung Ordnung findenOrdnung finden Phase bestimmenPhase bestimmen



Phase Phase EstimationEstimation
Erzeugung von:Erzeugung von:



Phase Phase EstimationEstimation



Phase Phase EstimationEstimation

Lässt sich die Phase in Dualdarstellung genau Lässt sich die Phase in Dualdarstellung genau 
hinschreiben:hinschreiben:

So ist der resultierende Zustand:So ist der resultierende Zustand:



Phase Phase EstimationEstimation

Wende die Wende die inverseinverse FouriertransformationFouriertransformation an:an:

Messung liefert die PhaseMessung liefert die Phase



ZusammenfassungZusammenfassung
N gerade?N gerade?

N Potenz einer N Potenz einer 
Primzahl?Primzahl?

Ja

Nein

Nein

Ja

Faktor 
gefunden

Faktor 
gefunden

Wähle zufällig Wähle zufällig q<Nq<N und prüfe ob und prüfe ob 
ggt(q,N)>1ggt(q,N)>1

Ja Faktor 
gefunden

Nein



ZusammenfassungZusammenfassung

Finde die Ordnung von q Finde die Ordnung von q modmod N:N:

Phase Estimation Inverse Fouriertransformation

Messung liefert die PhaseMessung liefert die Phase OrdnungOrdnung

Passende Ordnung?Passende Ordnung?
fertigfertig

Wähle neues qWähle neues qN

J


