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Zusammenfassung

Die Grundlagen der Quantenmechanik sind ein Gebiet das seit der
Entwicklung der Quantenmechanik, in den zwanziger-und dreiziger Jah-
ren des letzten Jahrhunderts, viele Fragen hervorgerufen hat. Die Frage
nach der Vollsténdigkeit der Quantenmechanik wurde zum Beispiel durch
[1] Einstein, Podolsky und Rosen negativ beantwortet. Mit Hilfe der Ex-
perimenten von (u.a.) Alain Aspect und seine Mitarbeiter sind wir jetzt in
der Lage die philosophische Fragen (wie zum Beispiel die der Vollstéindig-
keit oder der Lokalitiit) experimentell zu beantworten. Wir werden sehen
dafl das Konzept der Verschrinktheit eine sehr wichtige Rolle einnehmen
wird.

1 Einfiihrung

Es ist nicht Ziel dieses Artikels eine vollstindige Ubersicht der verschiedenen
Interpretationen der Quantenmechanik zu geben. Mehr dazu findet man zum
Beispiel in [2] oder [3]. Wir werden uns auf dem Standpunkt einer [2] minimalen
Interpretation stellen:

1. Die Quantenmechanik ist ein Schema welches uns erméglicht die (Wahr-
scheinlichkeits) Verteilung der Ergebnisse der Messungen eines Ensembles
(eine grofle Zahl von gleich priparierten Systemen) vorherzusagen.

2. Die Wahrscheinlichkeiten werden statistisch interpretiert: Sie sind die re-
lative Frequenzen womit verschiedene Messergebnisse auftreten wenn die
Messungen geniigend oft widerhohlt werden.

Bekanntlich gilt: Wenn das System in einem Zustand [¢) ist, dann ist die
Wahrscheinlichkeit bei einer Messung von der Observabele A den Eigenwert
a; (gehorende zu dem Zustand |a;)) zu finden gleich;

Prob(a;) = (| Py, [¥) = (¢]ai){ailv) = [{a:|)]*.

Diese statistische Interpretation ermoglicht uns zum Beispiel die Heisenbergsche
Unschérferelation folgendermafle zu interpretieren: Wir betrachten ein Ensemble
von gleich priiparierten Systemen die allen im Zustand [¢) sind. Wenn wir bei
einigen Systemen die Observable A messen, und bei einigen Systemen die Obser-
vable B messen, wobei die Observablen A und B inkommensurabel sind, dann
wird das Produkt der Streuungen nie Null werden; (AA)?(AB)? > h/2. Wie



schon erwéihnt ist es heutzutage moglich fundamentale Problemen der Quan-
tenmechanik (insbesondere die einer lokal-realistischen Theorie) experimentell
zu beantworten. Verschrinktheit und die Bell’sche Ungleichung werden dabei
von fundamentaler Bedeutung sein.

2 Verschranktheit

Die Mathematik die die Quantenmechanik zugrunde liegt ist die des Hilber-
traums. Bekanntlich ist der Hilbertraum H eines zusammengestellten Systems
das Tensorprodukt der beiden Teilhilbertraume H; und Hy: H = H; Q Ha. Ver-
schrianktheit ist die Tatsache daf es Vektoren (Zusténde) in H gibt die nicht ge-
schrieben werden kénnen als Tensorprodukt zweier Vektoren [¢)) € Hy, |¢) € Ha
und die deshalb nicht mit einzelnen Zusténden der Subsyteme identifiziert wer-
den konnen. Man iiberzeugt sich leicht dafl der Zustand® (der spin-Singlet)
% (10)]1) + |1)|0)) ein verschréinkter Zustand ist. Die physikalische Bedeutung
verschrénkten Zusténde ist zweifach:

e Die Teilchen (oder Systeme) die einen verschrinkten Zustand aufbauen
besitzen keine Individualitit (dies werden wir spéter prizisieren).

e Die Teilchen (oder Systeme) die einen verschrinkten Zustand aufbauen
sind hoch-korreliert.

Die Korrelation wird bei der Diskussion der Bell’schen Ungleichungen sehr niitz-
lich sein. Dann jetzt zur Individualitdt. In vielen Experimenten besteht das
physikalische System aus einem Ensemble von Teilchen welches nicht mit Hilfe
einer Zustandsfunktion beschrieben werden kann. Der Dichteoperatorformalis-
mus ist dann eine bequeme Formulierung dieses Systems. Bekanntlich wird der
Dichteoperator definiert durch:

p= sz-\wi><¢i|

wobei die p; die einzelne Wahrscheinlichkeiten sind bei einer Messung das Sys-
tem im Zustand |1);) anzutreffen. Die Menge {|v;), p; } heilt Ensemble von reinen
Zustdnden. Betrachten wir zum Beispiel ein zusammengestelltes spin—% System
im verschrénkten Zustand (EPR-Paar) % (10)[0) 4 |1)[1)). Dann ist:

5= L 1
pf\@(IOHOH\1>I1>)\/§(<0|<0|+<1I<1|)'

Der [4] reduzierte Dichteoperator des ersten Systems ist gleich:

_ tra(]0)[0){0[(0]) + tra(|1)[1)(O[(0[) + tra(|0)]0)(1[{1]) + tra(|1)[1)(1[(L])
2

pto= tra(p)
0)(0[ + [1)] T

2 2

Man sieht direkt daf3 die einzelne Dichteoperatoren beider Teilchen gerade die
reduzierte Dichteoperatoren sind. Jedoch kann man aus diesen Operatoren nicht

Tm Folgenden werden wir |0) und |1) als Basiszustinde eines Spil’l-% Systems benutzen.



den Dichteoperators des verschrankten Paars herstellen. Der Dichteoperator des
verschrankten Paars ist eine Linearkombination von Tensorprodukten von Ein-
Teilchen Dichteoperatoren. Es folgt weiter: tr((p1)?) = 5 < 1. Wir sehen daB
obwohl das EPR-Paar in einem reinen Zustand ist, wir von den einzelnen Spin—%
Systemen keine maximale Information besitzen. Es macht daher kein Sinn von
den einzelnen Systemen zu reden, die Individualitit ist verloren gegangen.

3 Die Bell’sche Ungleichungen

Die experimentelle Uberpriifungen der Bell’sche Ungleichungen erméglichen eine
Aussage iiber lokal-realistische Theorien. Eine lokal-realistische Theorie gentigt:
(iitbernommen von B. d’Espagnat [5])

e Realismus: Regularities in observed phenomena are caused by some phy-
sical reality whose existence is independent of human observation.

e Induktion: Inductive inference is a valid mode of reasoning and can be
applied freely, so that legitimate conclusions can be drawn from obser-
ved phenomena. In an inductive inference we form a conclusion regarding
unobserved events based on the evidence provided by observed events.

e Separabilitit (Lokalitiit): It is impossible for a cause in one location
to produce an effect in a second location if the two events are space-like
separated.

Die Bell’sche Ungleichungen sind eine direkte Konsequenz einer lokal-realistischen
Theorie; dazu betrachten wir folgendes Experiment. Eine Teilchenquelle ermdglicht
die Préparation von zwei Teilchen im spin-singlet Zustand % (10)]1) — [1)]0)),
auf welche Weise die Teilchen pripariert werden ist in unserem Experiment nicht
wichtig, der springende Punkt allerdings ist daf} die Priaparation der Teilchen
beliebig oft (exakt) wiederhohlbar ist. Nach dieser Priparation sendet die Teil-
chenquelle die zwei Teilchen aus; eins nach Alice und eins nach Bob. Alice und
Bob haben beide ein (identisches) Messgerét, dafl die Messung von den Spins in
der z- bzw. z-Richtung erméoglicht. Wir konzentrieren uns jetzt auf Alice. Sobald
Alice ihres Teilchens empfingt macht sie eine Messung beziiglich der z- oder -
Achse. Die Wahl der Achse geschieht willkiirlich. Falls sie beziiglich der z-Achse
gemessen hat notiert sie das Ergebnis als Az und falls sie beziiglich der x-Achse
gemessen hat notiert sie das Ergebnis als Ax. (Beachte dafl sowohl Ay als Ax
nur 1 als Ergebnis liefern kénnen). Falls Alice z.B. “spin-down” beziiglich der
z-Achse mifit, weif} sie jetzt mit Sicherheit dafl das Teilchen von Bob “spin-up”
beziiglich der z-Achse haben muB. Diese Uberlegung gilt natiirlich auch fiir eine
Messung von Alice beziiglich der xz-Achse. Alice weiflt jetzt ohne Bobs Teilchen
zu storen (d.h. zu messen) mit Sicherheit (d.h. Wahrscheinlichkeit gleich Eins)
den Spin von Bobs Teilchen. Die Spins des Teilchens Bobs sind im Sinne von [1]2
Elemente der Realitét, d.h. die Spins sind objektive physikalische Eigenschaften
die Bobs Teilchen hat (Realismus). Betrachten wir jetzt Bob. Bob kann ebenfalls
beziiglich der z- oder x-Achse messen. Sobald Bob sein Teilchen empfiangt wihlt

24Tf, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e. with
probability equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists an element of
physical reality corresponding to this physical quantity.”



er auch willkiirlich beziiglich welcher Achse er messen will, falls er beziiglich der
z-Achse gemessen hat notiert er das Ergebnis als By, falls er beziiglich der z-
Achse gemessen hat notiert er das Ergebnis als Bx. Als mogliche Messergenisse
erhélt Bob natiirlich nur £1 fiir sowohl Bz als Byx. Die beide Messgeréte sind
raumartig voneinander entfernt, d.h daf§ die Messungen die Alice macht keinen
Einflu} haben konnen iiber die Messungen die Bob macht (Separabilitit). Da
Bob, wegen der raumartige Entfernung, wenn er mifit nicht wissen kann welche
Messung Alice gemacht hat, folgert er (mit der gleichen Argumentation als bei
Alice) dafl die Spins des Teilchens von Alice auch objektive physikalische Eigen-
schaften des Teilchens sind. Bis jetzt haben wir nur ein Teilchenpaar betrachtet.
Nach Voraussetzung ist die Praparation der Teilchen im Spin-singlet Zustand
beliebig oft exakt wiederhohlbar. Alice und Bob machen nun ihre Messungen,
wie oben beschrieben, an viele Teilchenpaaren und es folgt (Induktion) dafl es
in jedem Teilchenpaar immer ein Teilchen mit der Eigenschaft spin-up bzgl. der
z-Achse gibt und ein Teilchen mit der Eigenschaft spin-down bzgl. der z-Achse.
Analog folgt daf} es in jedem Teilchenpaar ein Teilchen mit der Eigenschaft spin-
up bzgl. der x-Achse gibt und ein Teilchen mit der Eigenschaft spin-down bzgl.
der x-Achse. Die Spins der Teilchen sind also objektive Eigenschaften der Teil-
chen. Wir betrachten nun die Variablen A, Ax, Bz und Bx. die interpretiert
werden als die Werte die die Spins beider Teilchen haben. Dazu betrachten wir
folgende neue Variable:

G:=AzBz +AxBz + AxBx — AzBx
Es folgt:

iQBz, falls AZ:AX

G=(Az +Ax)Bz + (Ax — Az)Bx = { +2By, falls Ay # Ay

Also G = £2 da Bz, Bx = +1. Es sei nun p(az,ax,bz,bx) die Wahrschein-
lichkeit dafiir dafl die Spins der Teilchen vor den Messungen die Werte Az =
az,Ax = ax usw. haben (hier wird wieder explizit von der Annahme des Rea-
lismus ausgegangen!). Die Wahrscheinlichkeit ist eine Funktion der experimen-
tellen Parameters. Mit Hilfe dieser Wahrscheinlichkeit konnen wir den Erwar-
tungswert der Variable G bilden:

= Z plaz,ax,bz,bx) (azbz + axbz + axbx —azbx)
az,ax,bz,bx +9

IN

Z plaz,ax,bz,bx) 2

az,ax,bz,bx

= 2 (1)
Die Erwartungswertbildung ist aber additiv und es folgt:
E(AzBz)+E(AxBz)+E(AxBx) —E(AzBx) < 2. (2)
Gleichung (2) ist die berithmte Bell’sche Ungleichung.

Bis jetzt haben wir die Quantenmechanik aufler unserer Betrachtung gelassen.
Quantenmechansich erfolgt obige Rechnung iiber den Observablen, wobei die
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Abbildung 1: Die Koordinatensysteme von Alice und Bob

Achsen des Messgeriits von Bob gedreht sind bzgl die Achsen von Alice (siehe
Abbildung 1):

1
Az =0, Bz=-—"=(0 + o)
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Die verschiedene Erwartungswerte sind dann:

1
Ax=of, Bx=L(o® o)

(AzBz) = (AxBz) = (AxBx) = \%, (AzBx) = —%

:><Asz>+<Asz>+<AxBx>—<Asz>:2\/§ (3)

Gleichung (3) ist deutlich im Widerspruch zur Gleichung (2)! Im Laufe der
Zeit sind verschiedene Experimente durchgefiihrt [5], bis auf zwei Experimen-
ten haben Gleichung (3) bestétigt! Die Bell’schen Ungleichungen, die direkt aus
den Annanmen einer lokal-realistischen Theorie folgen, kénnen also nicht rich-
tig sein! Es konnte so sein dafl in der Herleitung von Gleichung (2) irgendwo
ein falsches Argument benutzt worden ist, oder dafl eine weitere (versteckte)
Annahme miteinbezogen worden ist. Nun, die Herleitung von Gleichung (2) be-
zieht sich auf die elementare Logik und Wahrscheinlichkeitstheorie und bisher
sind noch keine versteckte Annahmen gefunden. Wir werden gezwungen die drei
fundamentale Annahmen als méglich falsch zu betrachten (préziser: mindestens
eine Annahme miissen wir fallen lassen). Nach meiner Meinung sind die erste
zwei Annahmen zu fundamental (oder selbstevident!) um sie fallen zu lassen.
Ohne diese zwei Annahmen wird die Physik (oder allgemeiner: die Naturwis-
senschaft) trivial und leer. Die Erforschung der Natur wird das Verfolgen eines
Phantoms sein! Der Physiker will nicht nur wissen daf}, “spin-up” gemessen wor-
den ist, oder Vorhersagen, dafl spin-up gemessen werden wird, sondern er will
auch wissen warum spin-up gemessen worden ist oder wird! Wenn wir die ersten
zwei Annahmen behalten wollen miissen wir also die Forderung der Lokalitit
aufgeben. Die Lokalitit besagt ja (im Kontext unseren Experiments) dafl die
Messung einer Spinkomponente des einen Teilchens keinen Einflufl haben kann



auf die Messung eines Spinkomponents des anderen Teilchens, wenn die Mess-
gerite weit voneinander (im Sinne der speziellen Relativitét: raumartig) entfernt
sind. Wenn zwei Ereignisse raumartig voneinder entfernt sind, miifite solch ein
hypothetischer EinfluB mit Uberlichtgeschwindigket propagieren. Wenn wir die-
se Forderung aufgeben, verletzen wir nicht unbedingt die spezielle Relativitit
die ja besagt das die Signalgeschwindigkeit die Effekt und Ursache miteinan-
der verbindet nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit propagieren kann. Eine kleine
Modifizierung unserer Ideen ist nur erforderlich: Es gibt keinen Einflufl der mit
Uberlichtgeschwindigkeit propagiert zwischen zwei Ereignisse die man kausal
verbinden kann, es kann nur so einen EinfluB geben wenn die zwei Ereignisse
eine gemeinsame Ursache haben. In unserem Fall ist die gemeinsame Ursache
die Teilchenquelle die verschrinkte Teilchen emittiert!.
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